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Introduction Présentation de |'équation
Premiére:

Probléeme de C

Equation de Schrodinger logarithmique

Equation de Schrédinger non-linéaire avec non-linéarité logarithmique
i%+%Au+Au|n|u|2 =0, (logNLS)

avec A€ R\ {0}, t e Ret x € RY (d € N*).
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Introduction

Equation de Schradinger logarithmique

Equation de Schrédinger non-linéaire avec non-linéarité logarithmique
i%+%Au+Au|n|u|2 =0, (logNLS)

avec A€ R\ {0}, t e Ret x € RY (d € N*).

Séparabilité des variables (Biatynicki-Birula & Mycielski, 1976)

Si uy (resp. u) vérifie (logNLS) en dimension di (resp. d-), alors

u(t) = un(t) ® u(t)
vérifie (logNLS) en dimension d := di + db.
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Introduction A tation de I'é
Premigres propriét:

Probléme de Cauchy

Invariants et quantités conservées

Invariants usuels pour une équation de Schrédinger (non-linéaire) :
e Translation en espace/temps

@ Invariance Galiléenne

Multiplication par un complexe de module 1

Rotation en espace
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Introduction Présentation c
Premigres propriétés

Probléme de Cauchy

Invariants et quantités conservées

Invariants usuels pour une équation de Schrédinger (non-linéaire) :
e Translation en espace/temps
@ Invariance Galiléenne

@ Multiplication par un complexe de module 1

Rotation en espace

Effet d'échelle

Si u = u(t, x) est solution de (logNLS), alors pour tout x > 0, ku(t, x) ™"~ I'est
également.
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Introduction

Invariants et quantités conservées

Invariants usuels pour une équation de Schrédinger (non-linéaire) :
e Translation en espace/temps
@ Invariance Galiléenne

@ Multiplication par un complexe de module 1

Rotation en espace

Effet d'échelle

Si u = u(t, x) est solution de (logNLS), alors pour tout x > 0, ku(t, x) ™"~ I'est

également.

Quantités conservées :

@ Masse M(V) = HV”iZ
e Moment J(v):=Im [v v(x) Vv(x)dx,
° Energie

E(v) = 5 IVv — A /|v (I VG0 — 1) dx
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Introduction

Probleme de Cauchy

Théorie de Cauchy pour A > 0 (Cazenave & Haraux (1980); Cazenave (2003))

Pour toute donnée initiale u, € W(RY) := {v € H'(R?), [v[*In|v|* € L}(RY)}, il
existe une unique solution u € Cp(R, W(R9)) de (logNLS) pour A > 0.
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Introduction

Probleme de Cauchy

Théorie de Cauchy pour A > 0 (Cazenave & Haraux (1980); Cazenave (2003))

Pour toute donnée initiale u, € W(RY) := {v € H'(R?), [v[*In|v|* € L}(RY)}, il
existe une unique solution u € Cp(R, W(R9)) de (logNLS) pour A > 0.

Théorie de Cauchy pour A < 0 (Guerrero, Lépez & Nieto (2010); Carles &

Gallagher (2018))

Pour toute donnée initiale ui, € H* ﬂ]—'( )( ) pour un o € (0,1], il existe une
unique solution u € L3} (R, H' N F(H*)(RY)) n¢C (]R H™' N L3, (RY)) de (logNLS)
pour A < 0.
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© Solutions gaussiennes
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes

Solutions gaussiennes
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes

Solutions gaussiennes

Remarque (Biatynicki-Birula & Mycielski, 1976)

Toute donnée initiale gaussienne donne une solution gaussienne explicite, de la
forme (a un facteur multiplicatif et aux invariants pres):

BA(t,x) = (det Re A(t))% exp [id)A(t) — %XTA(t)X],

avec do* B

A
=M+ TrReA—Zin (detReA).
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes

Solutions gaussiennes

Remarque (Biatynicki-Birula & Mycielski, 1976)

Toute donnée initiale gaussienne donne une solution gaussienne explicite, de la
forme (a un facteur multiplicatif et aux invariants pres):

BA(t,x) = (det ReA(t))% exp [i6(1) - %XTA(t)X],

avec
‘jlit‘ = —iA(t)> 4 2iARe A(t).

Guillaume Ferriere Dynamique universelle pour logNLS



Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes

Solutions gaussiennes

Remarque (Biatynicki-Birula & Mycielski, 1976)

Toute donnée initiale gaussienne donne une solution gaussienne explicite, de la
forme (a un facteur multiplicatif et aux invariants pres):

BA(t,x) = (det ReA(t))% exp [i6(1) - %XTA(t)X],

avec dA

_ 2 .
T iA(t)” + 2iARe A(t).

En dimension d =1,
1 L F(t)

A= e ey

avec r = r(t) réel et
1 2X

r3 r
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Solutions gaus
Solutions gaussiennes Cas focalisant
Cas défocalisant

Gaussons et breathers

Danslecas A > 0 :
@ r périodique

o Une solution particuliére stationnaire : le Gausson G9(x) = exp(g — /\|x|2>.
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Solution:
Solutions gaussiennes

Gaussons et breathers

Danslecas A > 0 :
@ r périodique

o Une solution particuliére stationnaire : le Gausson G9(x) = exp(g — /\|x|2>.

Théoreme (Ardila, 2016, dans la suite du travail de Cazenave, 1983)

Le Gausson est orbitalement stable.

Guillaume Ferriere Dynamique universelle pour logNLS



Solution:
Solutions gaussiennes

Gaussons et breathers

Danslecas A > 0 :
@ r périodique

o Une solution particuliére stationnaire : le Gausson G9(x) = exp(g — /\|x|2>.

Théoreme (Ardila, 2016, dans la suite du travail de Cazenave, 1983)

Le Gausson est orbitalement stable.

@ Une infinité de structures non-dispersives qui ne sont pas des points critiques
de I'énergie
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes Cas focalisant
Cas défocalisant

Multi-Gaussons et multi-gaussiennes

Théoreme (Ferriere, 2020)

Pour toute famille de solutions gaussiennes (By)i1<k<n de vitesses respectives vi

telle que v. = min;x|v; — vik| > 0, il existe une solution u € Cs(R, W(R?)) de
logNLS, o— > 0 et un temps T € R tels que

& o (vat)?
HU(TH)—ZBk(TH)Hnge* T, Vt>0.

k=1
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes Cas focalisant
Cas défocalisant

Multi-Gaussons et multi-gaussiennes

Théoreme (Ferriere, 2020)

Pour toute famille de solutions gaussiennes (By)i1<k<n de vitesses respectives vi
telle que v. = min;x|v; — vik| > 0, il existe une solution u € Cs(R, W(R?)) de
logNLS, o— > 0 et un temps T € R tels que

N o (vat)?
HU(T+ )= BT+ t)H <e 7 , Vt>0.
[2
k=1
Si tous les By sont des Gaussons, alors o = X et la convergence est également

valable dans H* N F(H").

Guillaume Ferriere Dynamique universelle pour logNLS



Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes Cas focalisant
Cas défocalisant

Multi-Gaussons et multi-gaussiennes

Théoreme (Ferriere, 2020)

Pour toute famille de solutions gaussiennes (By)i1<k<n de vitesses respectives vi
telle que v. = min;x|v; — vik| > 0, il existe une solution u € Cs(R, W(R?)) de
logNLS, o— > 0 et un temps T € R tels que

N o (vat)?
Hu(T+t)—ZBk(T+t)H <e 7, Vt>O0.
[2
k=1
Si tous les By sont des Gaussons, alors o = X et la convergence est également

valable dans H* N F(H").

Toute solution v de logNLS différente de la multi-gaussienne construite vérifie

Hv(t) -3 Bk(t)HL2 >Ge ™, Vi> T,

pour deux constantes T1, G > 0

v
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Solutions gaussiennes

Cas défocalisant

On suppose maintenant A < 0. Alors r(t) a un équivalent ne dépendant pas de sa
donnée initiale:

Lemme (Carles & Gallagher, 2018)

r(t) ~ 2ty/|AlInt et F(t) ~ 24/|A|Int.
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ines générales

Solutions gaussiennes

Cas défocalisant

On suppose maintenant A < 0. Alors r(t) a un équivalent ne dépendant pas de sa
donnée initiale:

Lemme (Carles & Gallagher, 2018)

r(t) ~ 2ty/|AlInt et F(t) ~ 24/|A|Int.

En particulier, le terme }3 est négligeable.

Lemme (Carles & Gallagher, 2018)

Soit 7 la solution de

7= @ 70)=1, #0)=0.

Alors 7(t) ~ 2t+/|A|Int et 7(t) ~ 2/|A|In t.
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Solutions gaussiennes générales
Solutions gaussiennes Cas focalisant
Cas défocalisant

Plusieurs remarques
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Solutions gaussiennes
Cas défocalisant

Plusieurs remarques

@ La vitesse de dispersion T est plus rapide que pour les non-linéarités lisses.
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Solutions gaussiennes Cas fo
Cas défocalisant

Plusieurs remarques

@ La vitesse de dispersion T est plus rapide que pour les non-linéarités lisses.
o Aprés renormalisation par la vitesse de dispersion et par la norme L2 de la
donnée initiale, le module de la gaussienne tend vers une gaussienne universelle:

y|?

Wy)=e 2
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Solutions gaussiennes Cas fo
Cas défocalisant

Plusieurs remarques

@ La vitesse de dispersion T est plus rapide que pour les non-linéarités lisses.
o Aprés renormalisation par la vitesse de dispersion et par la norme L2 de la
donnée initiale, le module de la gaussienne tend vers une gaussienne universelle:

y|?

Wy)=e 2

) 1x[2

o La phase €' ® 2" a elle aussi un équivalent en temps long indépendant de la

donnée initiale: R

B3
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Dynamique univ
Preuve

[ . . Limite semi-classique
Régime dispersif 1

Equation cinétique as:

Outline

© Régime dispersif
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Dynamique universelle
Preuve

- . N Limit classiqu
Régime dispersif Jue
Equation cinétique

Dynamique universelle

Théoreme (Carles & Gallagher, 2018)
Soit un € H* N F(H')(RY) \ {0}, u la solution de (logNLS) et v définie par:
2

1 in im Ix
u(t,x) = = Ieinll2 v <t,L> e 7
()% Il 7(t)

Alors, quand t — oo,
v(t))? = faiblement dans L*,

/ yHIvit, )P dy — / yir(y) dy,

pour j =0,1,2.
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Dynamique universelle
ret

Limite semi-classique

Régime dispersif

Remarques

@ Les remarques faites dans le cas gaussien restent vraies dans le cas général.
i . . 2
o La différence notable se situe au niveau de la convergence de |v(t)]

. . 2
o Les conclusions donnent également une convergence de |v(t)|* vers v* en
distance de Wasserstein

. P
Wolmm)=inf§ ([ x=yPanten)) s mden = .
RY x RY

pour p =1 et 2.
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Dynamique universelle
ret

Limite semi-classique

Régime dispersif

Remarques

@ Les remarques faites dans le cas gaussien restent vraies dans le cas général.
i . . 2
o La différence notable se situe au niveau de la convergence de |v(t)]

. . 2
o Les conclusions donnent également une convergence de |v(t)|* vers v* en
distance de Wasserstein

. P
Wolmm)=inf§ ([ x=yPanten)) s mden = .
RY x RY

pour p =1 et 2.
Questions :
o Peut-on améliorer la précision de cette convergence ?

@ Que se passe-t-il dans le cadre semi-classique ¢ — 0 ?

2
iedru. + %Aue + AugIn |u5|2 =0. (logNLS,)
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namique universelle
Régime dispersif

Dynamique universelle, part 2

Equation cinéti

Théoreme (Ferriere, 2019)
Soit e > 0.

Soit uin € H* N F(HY)(R) \ {0}, u. la solution de (logNLS,) et v. définie par:

1 .
Ug(t,X): HUIHHL2

Vel E
()% Il (

X e,‘ z
"7(t)
On définit également pour f = f(y) € H* N F(H")

(t) |xI?
(t) 2e

EX) =N [ (P + [l P]) 117 dy + 219 e

Alors il existe C = C(Eg(vg,,—n)) croissante telle que pour tout t > 2

Vint
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Dynamique universelle

Preuve

[ . . Limite semi-classique

Régime dispersif 1
Equation ique

Equation et énergie pour v,

@ V. satisfait

e? v. |?
iedeve + ———Ave + Ave In | —

27 (1) = o(t)ve.
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Dynamique universelle

Preuve

[ . . Limite semi-classique

Régime dispersif 1
Equation ique

Equation et énergie pour v,

@ v, satisfait aprés changement de phase

2

O Ve Av, )\al—:O.
IEtV+2()2 v—l—vn7
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Dynamique universelle
Preuve

- . N Limit classique
Régime dispersif 1

Equation cinétique ass

Equation et énergie pour v,

@ v, satisfait aprés changement de phase

2
=0.

2

[0 Ve + 5 (t)QAVE + Ave In|—

o L’énergie modifiée définie par

62

£ I 2 € — 2
Enlt) = g IVl €)= [ eley)i
56 = ‘Efm + |)\| gesnb

VE(t7Y) 2
Y(y) ‘ b,

satisfait

e __pT()ge
£ =27 Ein
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Dynamique universelle
Preuve
Limite semi-classique

Régime dispersif

Equation cinétique as:

Equation et énergie pour v,

@ v, satisfait aprés changement de phase

2 2
[0 Ve + 5 (t)QAVE +Aveln|—=| =0.
o L’énergie modifiée définie par
2 2
€ € 2 e 2 Ve(t7Y)
Ean(t) = ——|Vve(t)|l72, Eent(t) = (¢, In|—>==| dy,
o(0)i= Tl ()= [ InenPn| L0,
56 = ‘Efm + |)\| gesnb

satisfait

e __pT()ge
£ =27 Ein

£° est donc décroissante.
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Dynamique universelle

Preuve

[ . . Limite semi-classique

Régime dispersif 1
Equation ique

Estimées sur v,

o Définissons les parties positives et négatives de cette énergie modifiée:

€5 = &5 + N |ve|2ln\vs\2+w/mﬂvsfzo,
[ve|>1
ES = —|) [ve|In|v-]*> >0,
|VE‘S1

ainsi que E. = £5 + &2
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Estimées sur v,

o Définissons les parties positives et négatives de cette énergie modifiée:

L AT ey AP

|ve|>1

<= A ve| In|ve |2 > 0,
[vel<1

ainsi que E. = £5 + &2
@ Sachant que x?Inx? < Csx> % pour 0 < x<1letd >0, ona pourd = %}-2

- 2—(1+¢)s
e <G [ Il < ol e f = coeny
R
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Dynamique univ
Preuve
Limite ser

Régime dispersif o

Estimées sur v,

o Définissons les parties positives et négatives de cette énergie modifiée:

L AT ey AP

[ve|>1

<= A ve| In|vel? > 0,
[vel<1

ainsi que E. = £5 + &2
@ Sachant que x?Inx? < Csx> % pour 0 < x<1letd >0, ona pourd = %}-2

_ 2—(1+9)s
e <G [ Il < ol e f = coeny
Rd
@ Par la décroissance de I'énergie modifiée, on obtient finalement

&< E? (Ve,in) + Cq (E5) 7@ @

Ainsi, £ < C(E‘g(ve,,-,,)).
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Régime dispersif

Estimées sur v,

Pour tout t > 0,
/d|y|2 ‘V€‘2dy < C(Eg(vs,in)) s
R
g2 2 =
o9y velizn < € (E2(veim)

< g2 7(t) 2 .
/(; 7—3(t) ”v«"v“—'(t)HLz(]Rd) dt < C(Es(ve,in)) .
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Moments et équation sur la densité

@ La convergence des différents moments se fait en reportant les quantités
conservées de u. sur v. ou grace a une dynamique explicite.
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Dynamique
Preuve
Limite semi-classique

Regime dispersif Equation cinétique ass

Moments et équation sur la densité

@ La convergence des différents moments se fait en reportant les quantités
conservées de u. sur v. ou grace a une dynamique explicite.

o Equations hydrodynamiques sur la densité p. := [ve|? et la densité de moment
Je =elm(VaVve)

8tps Q(t)V J- =0,

O + N Vp: + 2|\ y pe =

2

%(t) V- (Re(Vve @ Vv2).
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Dynamique universelle

Régime dispersif

Moments et équation sur la densité

@ La convergence des différents moments se fait en reportant les quantités
conservées de u. sur v. ou grace a une dynamique explicite.

o Equations hydrodynamiques sur la densité p. := [ve|? et la densité de moment
Je =elm(VaVve)
Ocpe + iV J.=0
tPe T2(t) e — U,
£ £ =
Otde + | A Vpe +2|A\|y pe = ——=AVp. — ——=V - (R A ))-
tJe + A Vpe +2[Aly p 272(2) Vp TQ(t)V (Re(Vve ® Vv2))

En les combinant, on obtient:
g

4|A[72(1)
avec v, = T§—?t) Re (Vve ® Vve) et ol L= A+ V- (2y.) est I'opérateur de
Fokker-Planck harmonique.

1
Oe(72 Depe) = Lpe A%+Kﬁwv%y
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Dynamique universelle
Preuve

Régime dispersif L

Changement de variable

o Changement de variable de temps : s = } In7(t).

@ L’équation précédente devient :

2|\l [\l 2
0ot = Lot gty V40 Gy V) s e VY )
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Régime dispersif

Changement de variable

o Changement de variable de temps : s = } In7(t).

@ L’équation précédente devient :

2[Al
e>¥(s)

|l 2 1

2
For@ ¥ ) T A v )

Oepe = Lpot -J+0,

o Estimations sur les différents termes :

AL+ D (el + T () eo)la) < C(E(vem)
@l + [ " () du < C(E2vein))

lpe()ll = |77

n
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Décomposition

@ On est ramené a étudier
2\l
e2¥(s)

Al e 2
aspE—LpE—‘r VJ5+8 ( 25"( )V JS)_WA p5+ V(vl/g)

Al
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Dynamique universelle

Preuve

[ . . Limite semi-classique

Régime dispersif 1
Equation ique

Décomposition

@ On est ramené a étudier
27|
e2¥(s)

(Al g2 1

Bope = Lpot 0L 2SV()VJ)

VJ+0(
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Dynamique universelle
Preuve

4ori : . Limite lassique
Régime dispersif !

Equation cinétique associée

Décomposition

@ Formellement en temps grand

0sp2” = LpZ®
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Dynamique universelle

Preuve

[ . . Limite semi-classique

Régime dispersif 1
Equation ique

Décomposition

@ Formellement en temps grand
0sp” = LpZ®

Ces arguments permettent de prouver que p(t) — 4 faiblement dans L'.
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Décomposition

@ On est ramené a étudier
2\l
e2¥(s)

Al e 2
aspE—LpE—‘r VJ5+8 ( 25"( )V JS)_WA p5+ V(vl/g)

Al
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Dynamique universelle
Preuve

[ . . Limite semi-classique
Régime dispersif 1

Equation cinétique

Décomposition

@ On est ramené a étudier

dspe = Lp.+gl+gi+gi+gl
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Décomposition

@ On est ramené a étudier

dspe = Lp.+gi+gi+g -+l

@ On décompose la dynamique :
pe = p2+ p + pz + pi + pt
avec d'un coté

{ atpg = Lpga
pL(0) = p<(0).
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Dynamique ur
Preuve

. . . Limite semi-classique
Régime dispersif

Equation cinétique ass:

Décomposition

@ On est ramené a étudier

dspe = Lp.+gl+gi+gi+g!

@ On décompose la dynamique :
pe = P2+ pt + p + p2 + pt
de I'autre, pour j > 1,

(0) = 0.
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Dynamique un
Preuve

Régime dispersif L

Décomposition

@ On est ramené a étudier

dspe = Lp.+gl+gi+gi+gl

@ On décompose la dynamique :
pe = pe + p: + P2+ p2 + pt

de I'autre, pour j > 1,
{ 8tpg - Lp27
pg(O) = ps(o)'

2 )
Wh (Ps(ds)’ l) < 6725 Wh (pe,m

T2
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Dynamique
Preuve
Limite semi-classique

Régime dispersif Equation cinétiqu

Noyau et semi-groupe de Fokker-Planck harmonique

L est le générateur d’'un semi-groupe continu et appelé semi-groupe de
Fokker-Planck harmonique, dont le noyau IC = K(t, x,y) est

Kt =mf (1= ) 2 (me ) (1) ).
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Dynamique
Preuve
Limite semi-classique

Régime dispersif Equation cinétiqu

Noyau et semi-groupe de Fokker-Planck harmonique

L est le générateur d’'un semi-groupe continu et appelé semi-groupe de
Fokker-Planck harmonique, dont le noyau IC = K(t, x,y) est

d

Kt =mf (1= ) 2 (me ) (1) ).

De plus, pour tout i et s >0, e*(dyfo) = e Oy, (™ f).
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Dynamique universelle

Régime dispersif

Noyau et semi-groupe de Fokker-Planck harmonique

L est le générateur d’'un semi-groupe continu et appelé semi-groupe de
Fokker-Planck harmonique, dont le noyau IC = K(t, x,y) est

d 1
272<(X—e ) (1-e) 2)-
De plus, pour tout i et s >0, e*(dyfo) = e Oy, (™ f).

Lemme

En utilisant la formule de Duhamel,
] ., <o (B,
|26, .. < efgsc(é;)(vs,m)) ,

e < e (Boem).
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Preuve
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Régime dispersif 1

Equation cinétique ass:

Fokker-Planck et dérivée temporelle

Proposition

f = p? — 20:pL satisfait Osf = Lf avec donnée initiale f(0) = —TN vV - J-(0).
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Dynamique universelle

Régime dispersif

Fokker-Planck et dérivée temporelle

Proposition

fi=p2— %&pé satisfait Osf = Lf avec donnée initiale f(0) = —
Donc

A
15V - % (0).

Al

#0) eV - J.(0).

1
Pt =5(Lp:+g2) -
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Preuve
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Régime dispersif

Equation cinétique ass:

Fokker-Planck et dérivée temporelle

f = p? — 20:pL satisfait Osf = Lf avec donnée initiale f(0) = —;(AJ)V - J:(0).

Donc
RY

7(0)

.
Lemme

On peut décomposer p2 = Zle p2/ avec

ol kj sont des entiers non nuls

etV - J.(0).

1
Pt =5(Lp:+g2) -

2. —2k; £0
o) < € C(BAve)

W
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Dynamique universelle
Preuve

Régime dispersif L

Distance de Wasserstein et dualité

Théoréme (Théoreme de dualité de Kantorovich et Rubinstein (1958))

Wi (pa, p2) = sup {/ Sd(pr — p2), P : R? — R continue, Lip(®) < 1} .
RrRd
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Preuve

Limit

Equation cinétique

Régime dispersif

Distance de Wasserstein et dualité

Théoréme (Théoreme de dualité de Kantorovich et Rubinstein (1958))

Wi (pa, p2) = sup {/ Sd(pr — p2), P : R? — R continue, Lip(®) < 1} .
RrRd

V.

Soit W € S une fonction lisse positive d'intégrale 1, § > 0 et W°(x) := H W (%).
Pour & est continue et Lip(®) < 1, on définit ®° := & + W Alors

[, 8 dou(s) =) = [ @ dpe(s) =) < 2811 Wl
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Dynamique universelle

Preuve

[Rp— Limite s que
cgime disperst Equation cinétique

Distance de Wasserstein et dualité

Théoréme (Théoreme de dualité de Kantorovich et Rubinstein (1958))

Wi (pa, p2) = sup {/ Sd(pr — p2), P : R? — R continue, Lip(®) < 1} .
RrRd

V.

Soit W € S une fonction lisse positive d'intégrale 1, § > 0 et W°(x) := H W (%).
Pour & est continue et Lip(®) < 1, on définit ®° := & + W Alors

[, 8 () =) = [ @dou(s) =)

< 26| 1| Wl a)-

v

Lemme

Soit x € C°(RY) telle que x = 1sur B(0,1) et 0 < x < 1. On définit
X’ (x) = x(6x). Alors ®° := d°y° ¢ Cg"’(Rd) et

[, 9% dou(s) =) = [ 8% d(pute

<5 / Iy loe(s) — 72I(dy).

v
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Dynamique universelle
Preuve

mi-classique

Régime dispersif

Plan de preuve

@ On régularise la fonction-test ®, puis on lui applique un cut-off avec
8 = d(s) = e~ pour obtenir ®°) (3 un reste en e~ pres).

@ On introduit la décomposition de p; :
Pe = Pg + Zﬁé
J

@ Pour p2, on utilise sa convergence vers 4° en distance de Wasserstein.

@ Pour tous les autres termes, on utilise le fait qu'il existe pour chacun d'eux un
entier k; non nul tel que
~j —2kjt ~ (20

‘dﬁ Wkt <e ™ C(ES(VEJH)) )

tandis que
< 6(5)—([(—1)7

H¢6<s)

W—k,oo

pour montrer la convergence du terme associé vers 0 en e~ .
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Limite semi-classique
Equation cinétique associée

Régime dispersif

Transformée de Wigner

Définition

On définit la transformée de Wigner de v. pour tout (x,£) € R? x R? par

We(t,y,m) = ﬁ /Rd e (v +5) @dz'
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Régime dispersif

Transformée de Wigner

On définit la transformée de Wigner de v. pour tout (x,£) € R? x R? par

We(t,y,m) = ﬁ /Rd e (v +5) @dz'

<

La transformée de Wigner W. de u. est

e in[72

W.(t,x,€) = T W, (t, %,T(t)g —#(t) x> .
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Preuve
- . N Limite se
Régime dispersif
g P Equation

Limite semi-classique

On suppose que EX(v.,i,) est uniformément borné en ¢.
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Dynamique ur
Preuve

Limite semi-classique
Equation cinétique associée

Régime dispersif

Limite semi-classique

On suppose que E? (vE in) est uniformément borné en e.
Il existe une mesure W telle que W., — W dans L? ((0,00),.A’), ol
n—o00

A= {¢ € Co(RY x RY), (Fed)(x, z) € L'(RE, Co(RY))}.
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Limite semi-classique

Regime dispersif Equation cinétique ass

Limite semi-classique

On suppose que E? (vE in) est uniformément borné en e.
Il existe une mesure W telle que W., — W dans L? ((0,00),.A’), ol
n—o00

A= {¢ € Co(RY x RY), (Fed)(x, z) € L'(RE,Co(RY)) }. De plus,
pe =3 pi= W(.,.,dn) dans C ([07 T],Pl(Rd)) pour tout T > 0,
e—r Rd
Je = [ nW(ey.dn) dans LE((0.50). MR,

e Re (Vv ® Vo) — 1p :=/ n®nW(t,y,dn),
e—0 RA

Guillaume Ferriere Dynamique universelle pour logNLS



Dynamique universelle

Limite semi-classique

Regime dispersif Equation cinétique associée

Limite semi-classique

On suppose que E? (vE in) est uniformément borné en e.
Il existe une mesure W telle que W., — W dans L? ((0,00),.A’), ol
n—o00

A= {¢ € Co(RY x RY), (Fed)(x, z) € L'(RE,Co(RY)) }. De plus,
pe =3 pi= W(.,.,dn) dans C ([07 T],Pl(Rd)) pour tout T > 0,
e—r Rd
Je = [ nW(ey.dn) dans LE((0.50). MR,

e Re (Vv ® Vo) — 1p :=/ n®nW(t,y,dn),
e—0 RA

[, wPweaan<a  [[ i wdyan < Gro?
R xR R xR
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Dynamique universelle

Limite semi-classique

Regime dispersif Equation cinétique associée

Limite semi-classique

On suppose que E? (vE in) est uniformément borné en e.
Il existe une mesure W telle que W., — W dans L? ((0,00),.A’), ol
n—o00

A= {¢ € Co(RY x RY), (Fed)(x, z) € L'(RE,Co(RY)) }. De plus,
pe =3 pi= W(.,.,dn) dans C ([07 T],Pl(Rd)) pour tout T > 0,
e—> Rd

Je = [ nW(ey.dn) dans LE((0.50). MR,

e Re (Vv ® Vo) — 1p :=/ n®nW(t,y,dn),
e—0 RA

/ / Y W(t, dy,dn) < G, / / Inl2 W(t,dy, dn) < Cor(t)2,
R4 xRI R9 xR9
< 7(t) 2.7
o T3(t) I |77| W(t7 dy, d77) dt < G.
X
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Dynamique universelle

e semi-classique
nétique associée

Régime dispersif

Dynamique universelle a la limite semi-classique

o Les équations hydrodynamiques

1
&ps—i_TT(t)vng _Oa

O + N Vpe + 2|\ y pe =

2

g
WAVPE V (Re(VvE ® VVE))

(t)
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Limite semi-classique
Equation cinétique associée

Régime dispersif

Dynamique universelle a la limite semi-classique

@ Les équations hydrodynamiques passent a la limite ¢ — 0 :
L
73(t) )
Ot J MVe+2INyp=———V-1w0.

tJo + AV +2[Aly p TQ(t)V Vo

6tﬁ+ V'JOZOv
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Preuve

Limite semi-classique
Equation cinétique associée

Régime dispersif

Dynamique universelle a la limite semi-classique

@ Les équations hydrodynamiques passent a la limite ¢ — 0 :
L
73(t) )
Ot J MVe+2INyp=———V-1w0.

tJo + AV +2[Aly p TQ(t)V Vo

6tﬁ+ V'JOZOv

@ Les estimations de (3, Jo, 1) sont les mémes que celles de
(pe, Je, € Re(Vve ® Ve)).
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Preuve

Limite semi-classique
Equation cinétique associée

Régime dispersif

Dynamique universelle a la limite semi-classique

@ Les équations hydrodynamiques passent a la limite ¢ — 0 :
L
73(t) )
Ot J MVe+2INyp=———V-1w0.

tJo + AV +2[Aly p TQ(t)V Vo

6tﬁ+ V'JOZOv

@ Les estimations de (3, Jo, 1) sont les mémes que celles de
(pe, Je, € Re(Vve ® Ve)).
—> Les mémes arguments s’appliquent
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e semi-classique
nétique associée

Régime dispersif

Dynamique universelle a la limite semi-classique

@ Les équations hydrodynamiques passent a la limite ¢ — 0 :
L
73(t) )
Ot J MVe+2INyp=———V-1w0.

tJo + AV +2[Aly p TQ(t)V Vo

6tﬁ+ V'JOZOv

@ Les estimations de (3, Jo, 1) sont les mémes que celles de
(pe, Je, € Re(Vve ® Ve)).
—> Les mémes arguments s’appliquent

Théoreme (Ferriere, 2019)
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Preuve
Limite semi-classique

Régime dispersif . i 2
Equation cinétique associée

Systeme d'Euler isotherme cinétique

Formellement, la mesure de Wigner pour les solutions d’une équation de
Schrédinger

2
. €
iedue + EAUE = f(|u|?)ue
satisfait I'équation cinétique associée (Lions & Paul, 1993)

OIW +&- VW + V,f(p)- VeW = 0.
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classique

Régime dispersif . i 2
Equation cinétique associée

Systeme d'Euler isotherme cinétique

Formellement, la mesure de Wigner pour les solutions d’une équation de
Schrédinger

2
. €
iedue + EAUE = f(|u|?)ue
satisfait I'équation cinétique associée (Lions & Paul, 1993)

OIW +&- VW + V,f(p)- VeW = 0.

Définition (Systéme d'Euler isotherme cinétique)

oW +E-ViW+Vilnp-V:W =0.
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Régime dispersif . i 2
Equation cinétique associée

Une équation encore mal comprise

@ Les paramétres (p, v) des solutions monocinétiques p ® d¢=, de cette équation
sont solutions du systeme d’Euler isotherme.

o Apparait également comme la limite quasi-neutre formelle du systéeme de
Vlasov-Poisson avec électrons sans masse.

o Rigoureusement prouvé dans le tore en espace loin du vide : Han-Kwan &
lacobelli, 2017; Griffin-Pickering & lacobelli, 2020.

e Aucune théorie de Cauchy prouvée dans |'espace entier R? pour des mesures
finies.

@ Pour notre cas, la non-linéarité n'est pas lisse, et le lien entre la mesure de
Wigner précédemment obtenue et le systeme d'Euler isotherme cinétique ne
reste que formel.

o Cependant, I'énergie et les équations "hydro” (formelles) sont les mémes ! Une
solution globale de cette équation devrait donc également avoir le méme
comportement en temps long.

@ Solutions "gaussiennes” explicites : Ferriere, 2019.
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Equation cinétique associée

Régime dispersif

Merci pour votre attention !
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© Régime défocalisant
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Régime défocalisant

Convergence des moments

Il(t) = ImE[RdV(t7Y)VV(t7y)dy> I2(t) = [RdY|V(t7y)‘2dY7
B(t) == (2) b(8),

Alors b = 0, et donc h(t) = 7(t) "} (—h(0)t + h(0)).
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Régime défocalisant

Convergence des moments

Il(t) = ImE[RdV(t7Y)VV(t7y)dy> I2(t) = [RdY|V(t7y)‘2dY7
B(t) == (2) b(8),

Alors E =0, et donc h(t) = 7(t) *(~h(0)t + L(0)). Quant a ||y v(t)|[>-, I'énergie
de u donne en terme de v:

+2=4XInT
— e

7-_2
5 [ w1 = ad]y?

InT
11

—;lm/V(tJ)yW(t,y)dy

0(1)

+ Ekin + )\/ lv[®In|v|* = cste,
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Régime défocalisant

Systeme d'Euler isotherme cinétique

Systeme d’'Euler isotherme cinétique

Of +&-Vif + AVi(Inp) - Vef =0.

@ Limite quasi-neutre formelle de Vlasov-Poisson

o Plusieurs études sur le tore : Han-Kwan & lacobelli, 2017; Griffin-Pickering &
lacobelli, 2020
o SurRY:

o Probleme de Cauchy pas encore résolu (mal posé ?)
o Solutions " gaussiennes” explicites : Ferriere, 2019
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Régime focalisant

Outline

© Régime focalisant
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Régime focalisant

Superposition non-linéaire

Théoréme (Superposition non-linéaire)

Soient N € N* et x, € RY, A € S4(C) avec Re A définie positive, wi € R et
Ok €R pour k=1,...,N et v € R. Soit u la solution de (logNLS) avec donnée
initiale un = G(0) o1 G == Gg _ On définit

WXk,V,0k

T— =

. 1
min o(Re Ak(t)), = r?ixa(ReAk(t)).

N | =

Alors il existe g > 0 ne dépendant que de dw = mfx |wk — wkt1

, T—, 7+ et N tel

que si
=il
€= (mkin |Xk+1 — xk|) < €0,
alors pour tout t > 0

)\’7’+

||U(t) - G(t)HLZ(]R) S CdN% —
3+

exp {_%&_2 + mjaij + 2\t .
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Développement limité " faible” de |x|? In |x|?

Soit F:C5R
z > |z (In|z* — 1),

Pour tout z1,z2 € Cet ( :=z1 — 2, on a

Fi(z1) < Fi(2) + 2Re (20) In|zf + 2|¢[? (In (max(|22|, |zl|)> T 1).
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Fluide/solide

Outline

© Fluide/solide
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Fluide/solide

Probleme fluide/solide

Disque rigide de centre h(t), de vitesse angulaire w, de rayon 1, dans un fluide
newtonien de vitesse u(t, x) dans R?.

Equations du mouvement

Dans le fluide : %—F(U'V)U—VAU—FV[J:O,
divu =0,
Sur le bord du disque : u(t,x) = H(t) + w(t)(x — h(t))*,
Mouvement du disque : mh' (t) = —/ Y (u)ndo(x),
9B(t)
jw/(t) = —/ (x— h(t))l - Y (u)ndo(x).
aB(t)

Y(v) = —pld+2vD(u) est le tenseur des contraintes, ou D(u) est le gradient
symétrique:

1<ij<2.

. 1 /0u; 8UJ'
D(u)is = E(axj + ax,->’
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Fluide/solide

Changement de variables

Changement de variables (a la Ervedoza, Hillairet & Lacave, 2014)

plt.x—h(t),  L(t) = K (D).

Equations du mouvement modifiés

v(t,x) = u(t,x — h(t)),

il
Il

Dans le fluide Fo : %—&—((v—év(t))-V)v—uAv—i—Vﬁ:O,
divv =0,
Sur le bord du disque 9By : v(t,x) = £,(t) + w.(t) x,
Mouvement du disque By : ml,(t) = f/ ¥(v)ndo(x),
8By
Juw'(t) = —/ (x — h(t))*" - Z(v)ndo(x).
8By
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Fluide/solide

Vortex d'Oseen

Définition (Vortex d'Oseen)

Proposition

Le vortex d’'Oseen est solution de Navier-Stokes dans R?.
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Fluide/solide

Vortex d'Oseen

Définition (Vortex d'Oseen)

_IxI®
O(t,x) = 772(1 —e 4(1+:)) = st g(t, ‘X‘z).

Proposition
Le vortex d’'Oseen est solution de Navier-Stokes dans R?.

On cherche des solutions pour notre probléeme sous la forme :
o v(t,x) = a®(t,x)+ w(t,x),
o 0,(t) = Lu(t),
o w,(t) = ag(t,1)+ wu(t)
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Fluide/solide

Stabilité du vortex d'Oseen pour un obstacle fixe

Théoreme (Gallay & Maekawa, 2013)

Pour un obstacle fixe, pour tout q € (1,2), il existe une constante € > 0 tel que
pour toute donnée initiale de la forme ug = a®(0,x)x(x) + vo avec vo € L2 N L7 et
|a| < e et x un cut-off, alors il existe une solution globale u = a®x + v, qui
satisfait en plus

V()2 + VEIVV(B)ll,2 = O(t™),

quandt%ooetpouru:%—%.

Schéma de preuve :

@ Théorie de Cauchy locale via formulation intégrale du probleme (avec
semi-groupe de Stokes A) + conclusion pour petites données initiales,

o Energie sur v qui croit au plus comme o? log t,
o Utilisation de I'opérateur fractionnaire A™": estimation d'énergie pour A™* v
. . 2
qui croit au plus comme exp (fOtHVv(s)H ds) < e

o Utilisation de ces propriétés pour montrer une propriété de petitesse de
|lv(t)]|,2 pour un certain t > 0.
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Fluide/solide

Résultats espérés VS. déja prouvés

@ Reproduction de la preuve de Gallay & Maekawa dans le cadre d'un disque en
mouvement, en y intégrant { et w :

V()2 + VEIVV(D) 2 + ()] + |w(B)[*) = O(t™"),

o Cut-off non nécessaire au vu des conditions au bord de la structure
Résultat prouvé dans le cas des petites données initiales
o Energie croissant au plus logarithmiquement

e Probleme dans I'estimation d’'énergie de A™# v: on a aussi exp (fot\l(s)\2 ds)
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Fluide/solide

Résultats espérés VS. déja prouvés

@ Reproduction de la preuve de Gallay & Maekawa dans le cadre d'un disque en
mouvement, en y intégrant { et w :

V()2 + VEIVV(D) 2 + ()] + |w(B)[*) = O(t™"),

o Cut-off non nécessaire au vu des conditions au bord de la structure
o Résultat prouvé dans le cas des petites données initiales
o Energie croissant au plus logarithmiquement

e Probleme dans I'estimation d’'énergie de A™# v: on a aussi exp (fot\l(s)\2 ds)

@ 2e terme de I'asymptotique : U,; = vi(©- - M)?
e Terme principal pour le sous-groupe de Stokes provenant de la linéarisation du
systeme (Ervedoza, Hillairet & Lacave, 2014)
e Pour le probleéme non-linéaire dans le cas énergie finie (o = 0), décroissance de
la solution comme ce terme
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